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Конспект лекций по линейным пространствам и отношению эквивалентности в 10 физико-математическом классе «Б»
2005-2006 учебный год
Учитель – Друца Алексей Валерьевич
§ 9 Векторы. Координаты.

Предварительные напоминания и замечания из теории множеств, математической логики и алгебры.

Множество, элемент, принадлежность – простейшие (не определяемые) математические понятия. Множество – собрание или совокупность некоторых объектов, называемых элементами множества. Синонимы к слову множество: собрание, семейство, совокупность, система, набор и другие. Синонимы к слову элемент: объект, точка и другие. В тех или других ситуациях нам будет удобнее использовать вместо слов множество и элемент их синонимы, в то же время данная замена слов не несёт в себе никакого математического смысла. Про множество и элемент можно говорить только о принадлежности или непринадлежности данного элемента данному множеству. Таким образом, можно сказать, что множество задано (известно), если и только если для любого элемента мы можем сказать о его принадлежности данному множеству.

Перечислим основные понятия и обозначения, связанные с множествами:

1. Принадлежность элемента 
[image: image1.wmf]a

 множеству A обозначается: 
[image: image2.wmf]A
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 [говорят: «элемент 
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 принадлежит множеству A» или «множество A содержит элемент 
[image: image4.wmf]a

»]. Непринадлежность элемента 
[image: image5.wmf]a

 множеству A обозначается: 
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 [говорят: «элемент 
[image: image7.wmf]a

не принадлежит множеству A»].

2. Множество A включено в множество B (по-другому, A является подмножеством B), если все элементы A являются элементами B (т.е. если 
[image: image8.wmf]A
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, то 
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). Обозначение: 
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 (знак указывает на отношение между множествами).
3. Если множество A не включено в множество B, то существует элемент 
[image: image14.wmf]B

x

A

x

Ï

Î

,
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4. Множество A равно множеству B (запись: 
[image: image16.wmf]B
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), если они содержат одни и те же элементы (другими словами, 
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5. Пустое множество по определению не содержит ни одного элемента. Обозначение: 
[image: image19.wmf]Æ

.

Введённые понятия обладают следующими свойствами, очевидно проверяющимися:

1. Всегда 
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2. Если 
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3. Если 
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4. Всегда 
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Множества можно задавать (определять) следующим образом:
1. Перечисление элементов множества: 
· 
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 – множество содержит элементы a, b, c, d, e и никакие другие (если среди 
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 есть равные, то множество может состоять из меньшего числа элементов);
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 – менее формальная запись обозначений предыдущего пункта;
· 
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 – элементы, λ – индексы, 
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 – индексное множество;  
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2. Указание свойств элементов множества: 
· 
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Введём некоторые знаки логических операций, которые имеют строгий математический смысл, но которые в нашем курсе достаточно понимать, как сокращения соответствующих слов:

1. 
[image: image39.wmf]Ø

  – отрицание «не»: если S – высказывание, то 
[image: image40.wmf]Ø

S – высказывание, истинное в том и только том случае, когда S ложно;

2. 
[image: image41.wmf]Ù

  – связка «и»: если S и T – высказывания, то S
[image: image42.wmf]Ù

T – высказывание, истинное в том и только том случае, когда S истинно и T истинно;

3. 
[image: image43.wmf]Ú

  – связка «или»: если S и T – высказывания, то S
[image: image44.wmf]Ú

T – высказывание, истинное в том и только том случае, когда S истинно или T истинно;

4. 
[image: image45.wmf]Þ

  – «влечёт» (также заменяет слово «следует»): если S и T – высказывания, то S
[image: image46.wmf]Þ

T – высказывание, истинное в том и только том случае, когда S истинно  и T истинно, или же просто S ложно;

5. 
[image: image47.wmf]Û

  – «эквивалентно» (также  заменяет слово «равносильно»): если S и T – высказывания, то S
[image: image48.wmf]Û

T – то же самое, что (S
[image: image49.wmf]Þ

T)
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(T
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S);
6. 
[image: image52.wmf]"

  – квантор всеобщности (также  заменяет словосочетания  «для любого», «для всех»): например,
[image: image53.wmf]"

x
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A: P(x) – для любого x
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A P(x) истинно.

7. 
[image: image56.wmf]$

  – квантор существования (также  заменяет слово  «найдётся»): например, 
[image: image57.wmf]$

x
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A: P(x) – существует x
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A такой, что P(x) истинно.

8. 
[image: image60.wmf]!
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  – квантор существования и единственности: например, 
[image: image61.wmf]!
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A: P(x) – существует ровно один x
[image: image63.wmf]Î

A такой, что P(x) истинно.

Перечислим без доказательств (которые, в действительности, очень просты) правила отрицания:

1. 
[image: image64.wmf]Ø



 EMBED Equation.3  [image: image65.wmf]Ø

S=S;
2. 
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(S
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T)=(
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T);
3. 
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T);
4. 
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T)=S
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 EMBED Equation.3  [image: image79.wmf]Ø

T;
5. 
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 EMBED Equation.3  [image: image85.wmf]Ø

(T
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S);
6. 
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A: P(x))=
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A: 
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P(x);
7. 
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P(x).

Определение. Объединением множеств A и B называется множество 
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. Объединением системы множеств 
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, состоящее из элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств системы, т.е. 
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Определение. Пересечением множеств A и B называется множество 
[image: image106.wmf]B
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. Пересечением системы множеств 
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, состоящее из элементов, которые принадлежат сразу всем множествам системы, т.е. 
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Определение. Разностью множеств A и B называется множество 
[image: image113.wmf]B
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, состоящее из элементов, одновременно являющихся элементами 
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Определение. Множества A и B называются пересекающимися, если 
[image: image117.wmf]Æ
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. Множества A и B называются непересекающимися, если 
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Перечислим без доказательств (которые, в действительности, очень просты) свойства операций над множествами:

1. A
[image: image119.wmf]I

B=B
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A, A
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B=B
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A (коммутативность операций пересечения и объединения);
2. A
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3. (A
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C) (дистрибутивность операции пересечения относительно объединения и операции объединения относительно пересечения);

4. E\(A
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B)=(E\A)
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(E\B) (формулы Моргана).

Определения. 
1. Множество A содержит один (1) элемент (состоит из одного элемента, одноэлементное множество), если A имеет некоторый элемент a (т.е. 
[image: image145.wmf]Æ
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) и, если вычесть из A этот элемент, то A\{a} пусто.
2. Множество A содержит два (2) элемент, если A имеет некоторый элемент a (т.е. 
[image: image146.wmf]Æ
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) и, если вычесть из A этот элемент, то A\{a} содержит один элемент. Множество, состоящее из двух элементов, называется (неупорядоченной) парой.

3. Если уже определено, что множество A содержит n элементов, то говорят, что множество B содержит (n+1) элемент, если B непустое, т.е. содержит некоторый элемент b и B\{b} содержит n элементов. [Вообще говоря, надо проверить корректность этих определений.]

Определение. Множество вида {{x, y}, x}, состоящее из пары элементов и одного из элементов пары (называемого первым элементом) называется упорядоченной парой и обозначается (x, y).

Определение. Декартовым произведением множеств A и B называется множество 
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Определение. Отношением между множествами A и B называется любое подмножество R декартова произведения A
[image: image151.wmf]´

B. Если A=B, то говорят, что R – (бинарное) отношение на множестве A. Почти всегда вместо 
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Определение. Функцией (отображением, соответствием) из множества A в множество B называется такое отношение R, что для любого элемента x
[image: image154.wmf]Î

A существует не более одного элемента y
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B такого, что 
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Если 
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 – функция (отображение, соответствие), то вместо 
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 называется множеством (областью) определения функции 
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 называется множеством (областью) значений функции 
[image: image164.wmf]f
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Определение. Линейным уравнением с n неизвестными x1, x2, …, xn (над полем действительных чисел) называется уравнение вида a1x1 + a2x2 + … + anxn = b , где коэффициенты a1, a2, …, an и свободный член b суть действительные числа. Линейное уравнение называется однородным, если b = 0. Решением линейного уравнения называется любой набор действительных чисел (с1, с2, …, сn) такой, что при подстановке чисел ci вместо неизвестных xi, i=1, …, n, уравнение обращается в верное тождество, т.е. a1c1 + a2c2 + … + ancn = b.

Определение. Система m линейных уравнений с n неизвестными в общем виде записывается следующим образом: 
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Решением системы линейных уравнений называется любой набор действительных чисел (с1, с2, …, сn) такой, что для всех уравнений данной системы он является решением. Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и несовместной в противном случае. Совместная система может иметь одно или более решений. Решить систему уравнений – это значит найти все её решения.

Определение. Две системы уравнений называются эквивалентными, если множества их решений совпадают, т.е. если каждое решение первой из них является решением второй и наоборот.


Существует простой общий метод решения систем линейных уравнений, называемый методом Гаусса. Его идея состоит в приведении любой системы линейных уравнений с помощью некоторых специальных преобразований, называемых элементарными, к эквивалентной системе некоторого простого вида, все решения которой легко найти.  

Определение. Элементарными преобразования системы линейных уравнений называются преобразования следующих трёх типов:
1. прибавление к одному уравнению другого, умноженного на число (обратим внимание на то, что изменяется только одно уравнение – то, к которому прибавляется другое, умноженное на число);

2. перестановка двух уравнений;

3. умножение одного уравнения на число, отличное от нуля.


Утверждение. При элементарных преобразованиях системы множество её решений не меняется, другими словами любая система будет эквивалентна системе, полученной в результате элементарных преобразований первоначальной.


Доказательство: немедленно следует из определений элементарных преобразований. Поэтому, для самоконтроля, оставим его читателю. ч.т.д.

Задача. Придумать метод решения систем линейных уравнений, использующий элементарные преобразования. [Указание: надо последовательно исключать из оставшихся уравнений неизвестные] Фактически это и будет метод Гаусса.


Рассмотрим систему однородных линейных уравнений, т.е. систему, в которой любое уравнение является однородным. Очевидно, что её решением является набор, состоящий из одних нулей, т.е. (0, 0, …,0). Таким образом, любая система однородных линейных уравнений совместна. Но возникает вопрос о единственности решения такой системы. Из утверждения и задачи, приведённых выше, следует следующая теорема (докажите её самостоятельно).

Теорема. Всякая система однородных линейных уравнений, число уравнений которой меньше числа неизвестных, имеет ненулевое решение.

Дополнительная литература по теории множеств и алгебре:
1. Н.К.Верещагин, А.Шень. Лекции по математической логике и теории алгоритмов. Часть 1. Начала теории множеств. М.:МЦНМО, 1999. [электронный вариант данной книги (и многих других) можно скачать здесь: http://www.mccme.ru/free-books/]
2. Э.Б.Винберг. Курс алгебра. – 3-е издание, исправленное и дополненное. – М.: «Факториал Пресс», 2002.

Конспект лекций

Определение 9.1. Операцией на множестве M (M – произвольное множество) называется любая функция 
[image: image169.wmf]M
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, т.е. правило, по которому из любых двух элементов множества M получается некоторый элемент этого же множества.

Определение 9.2. Пусть V – множество произвольной природы, на котором введены операции сложения (
[image: image170.wmf]V
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) и умножения на число (
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, где R – множество действительных чисел), обладающие следующими свойствами (аксиомами):
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 (ассоциативность сложения);
3. в V существует такой элемент 0 (нуль), что 
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Тогда тройку 
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называют линейным (или векторным) пространством (над полем действительных чисел). Для краткости, чаще всего вместо указанной тройки линейным пространством называют само множество V (понимая при этом, какие именно операции задают на нём структуру линейного пространства). В силу указанных свойств а–з, для удобства, вместо 
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 (т.е. используются естественные обозначения сложения и умножения на число). Элементы из V традиционно называют векторами, а действительные числа – скалярами (скалярными величинами). В тексте мы будем специально выделять элементы векторного пространства полужирным шрифтом, чтобы отличать их от чисел (особенно это касается нуля). 

Замечание: в силу определённых особенностей MS Word, в формулах нет возможности выделять символы полужирным шрифтом, но будем надеяться на то, что из контекста ясно, что является вектором, а что скаляром. Также следует заметить, что (по тем же причинам) начертания одних и тех же символов в формулах и в тексте отличаются, но это различие не несёт никакой смысловой нагрузки. То есть они обозначают одно и то же, не смотря на то, что их изображения не совпадают.

Утверждение 9.1 (без доказательства). Одна из аксиом линейного пространства следует из других.

Утверждение 9.2 (Следствия аксиом линейного пространства):
1. нуль единствен;
2. для каждого элемента из V противоположный элемент единствен;
3. для любых элементов a и b из V уравнение x + a = b имеет единственное решение, равное b + (–a) (далее будем b + (–a) обозначать через b – a);
4. для любого λ – действительного числа λ∙0 = 0;
5. для любого элемента a из V и любого λ – действительного числа λ∙(–a) = –λ∙a;
6. для любых элементов a и b из V и любого λ – действительного числа λ∙(a – b) = λ∙a – λ∙b;
7. для любого элемента a из V 0∙a = 0;
8. для любого элемента a из V (–1)∙a = –a;
9. для любого элемента a из V и любых λ и μ – действительных чисел (λ – μ)∙a = λ∙a – μ∙a.

Доказательство: приведём его только для пунктов (а) и (в) (остальные оставляем читателю для самоконтроля):

(а): Предположим, что существуют два нуля (т.е. элемента, удовлетворяющих аксиоме (в) линейного пространства) 01 и 02. Тогда по свойству (в) линейного пространства для 02: 01 + 02 = 01. С другой стороны, в силу коммутативности сложения 01 + 02 = 02 + 01, и по свойству (в) линейного пространства для 01: 02 + 01 = 02. В результате, объединяя приведённые равенства в одну цепочку, получаем: 01 = 01 + 02 = 02 + 01 = 02, т.е. 01 = 02.
(в): Пусть c – решение уравнения x + a = b, т.е. выполнено равенство c + a = b. Тогда, прибавляя к обеим частям равенства элемент (–a) (который всегда существует, в силу аксиомы (г) линейного пространства) (c + a) + (–a) = b. Из аксиом (б) и (г) получаем, что (c + a) + (–a) = c + (a + (–a)) = c + 0 = c. Следовательно, c = b + (–a), т.е. если решение существует, то оно единственно и равно b + (–a). 
С другой стороны, подстановка x = b + (–a) в рассматриваемое уравнение показывает, что b + (–a) действительно является решением: (b + (–a)) + a = b + ((–a) + a) = b + (a + (–a)) = b + 0 = b (здесь мы последовательно пользуемся следующими аксиомами линейного пространства (б), (а), (г), (в)). ч.т.д.
Решение b + (-a) называют разностью элементов b и a и обозначают b – a.


Примеры линейных пространств:
0° R (множество действительных чисел) очевидно является линейным пространством с естественными операциями (т.к. выполняются требуемые свойства этих операций).
1° [Определение: Последовательность из n действительных чисел называется строкой длины n. Множество всех строк длины n, составленных из действительных чисел, обозначается через Rn. Элементы из Rn обозначаются так: (a1, a2, ... , an).] Множество Rn строк действительных чисел длины n является линейным пространством относительно операций, определённых формулами:
a. Сложение строк: (a1, a2, ... , an) + (b1, b2, ... , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ... , an + bn).
b. Умножение строки на число: λ∙(a1, a2, ... , an) = (λa1, λa2, ... , λan).
2° 
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- множество всех (т.е. любой степени) многочленов является линейным пространством с естественными операциями сложения двух действительных функций.

Определение 9.3. Линейной комбинацией векторов (элементов из линейного пространства V) a1, a2, ... , an с коэффициентами α1, α 2, ... , α n из R (множество действительных чисел) называется элемент α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an. Если все αi (i=1, ... , n) равны нулю, то линейная комбинация называется тривиальной, а в противном случае – нетривиальной (очевидно, что тривиальная комбинация всегда равна нулю).
Если вектор b является линейной комбинацией a1, a2, ... , an, т.е. 
[image: image188.wmf]$

 α1, α 2, ... , α n
[image: image189.wmf]Î

R : b = α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an, то говорят, что вектор b линейно выражается через вектора a1, a2, ... , an.

Определение 9.4. Векторы (элементы линейного пространства V) a1, a2, ... , an называются линейно зависимыми, если существует их нетривиальная линейная комбинация, равная нулю, т.е. найдутся такие действительные числа α1, α 2, ... , α n не все равные нулю, что α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an = 0. В противном случае векторы линейно независимы, т.е. из равенства α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an = 0 всегда следует α1 = α 2 = ... = α n = 0.

Лемма 9.1. Система векторов (элементов линейного пространства) линейно зависима тогда и только тогда, когда один из них линейно выражается через остальные.


Доказательство: Необходимость. Пусть a1, a2, ... , an – линейно зависимы, тогда 
[image: image190.wmf]$

 α1, α 2, ... , α n
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R не все равные нулю такие, что α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an = 0. Пусть, для определённости, именно α1
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an. Т.е. вектор a1 линейно выражается через a2, ... , an.
Достаточность. Пусть, для определенности, именно вектор a1 линейно выражается через a2, ... , an, т.е. a1 = β2∙a2 + ... + β n∙an. Тогда a1 + (-β2)∙a2 + ... + (-β n)∙an = 0 – нетривиальная линейная комбинация элементов a1, a2, ... , an (т.к. коэффициент при a1 не равен нулю), т.е. вектора a1, a2, ... , an линейно зависимы. ч.т.д.

Замечание 9.1. Из того, что система зависима, не следует, что любой вектор выражается через другие. Например, 
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 линейно зависим, но не существует 
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Лемма 9.2. Пусть a1, a2, ... , ak – линейно зависимая система векторов. Тогда a1, a2, ... , ak, ak+1, ... , an – линейно зависимая система, каковы бы не были векторы ak+1, ... , an.


Доказательство: Так как a1, a2, ... , ak – линейно зависимая система векторов, то 
[image: image202.wmf]$

 α1, α 2, ... , αk
[image: image203.wmf]Î

R не все равные нулю такие, что α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αk∙ak = 0. Тогда для векторов a1, ... , an линейная комбинация α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αk∙ak + 0∙ak+1 + ... + 0∙an = 0,где α1, α 2, ... , αk, 0, …, 0 – не все равны нулю. Т.е. вектора a1, ... , an линейно зависимы. ч.т.д.

Определения 9.5. 

(1) Базисом линейного пространства V называется упорядоченный набор линейно независимых векторов такой, что при добавлении к нему любого вектора он становится линейно зависимым. 
(2) Базис – упорядоченный набор линейно независимых векторов такой, что любой другой вектор линейно выражается через них.

Утверждение 9.3. В определении 9.5 определение базиса линейного пространства (1) эквивалентно (2).


Доказательство: (1) 
[image: image204.wmf]Þ

 (2): (e1, …, en) – базис1 
[image: image205.wmf]Þ

 (согласно определению)
[image: image206.wmf]"

b
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V {e1, …, en, b} – линейно зависима, т.е. 
[image: image208.wmf]$

 λ1, λ 2, ... , λ n, μ
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R – не все равные нулю: λ 1∙e1 + ... + λ n∙en + μ∙b = 0. Если μ = 0, то тогда получаем, что λ 1∙e1 + ... + λ n∙en = 0, где λ1, ... , λ n – не все равные нулю, что противоречит линейной независимости {e1, …, en}. Следовательно, μ
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0, а тогда b =
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(2) 
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 (1): (e1, …, en) – базис2 
[image: image214.wmf]Þ

 (согласно определению) 
[image: image215.wmf]"

b
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V 
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 λ1, λ 2, ... , λ n
[image: image218.wmf]Î

R : b = λ 1∙e1 + ... + λ n∙en. Следовательно, (-1) ∙b + λ 1∙e1 + ... + λ n∙en = 0, т.е. (т.к. коэффициент перед b не равен нулю) нетривиальная комбинация векторов {e1, …, en, b} равна нулю. Значит, эта система векторов линейно зависима. ч.т.д.

Теорема 9.1. Если некоторый базис линейного пространства состоит из конечного числа векторов, то все базисы этого линейного пространства состоят из одного и того же количества векторов.


Доказательство: Пусть (e1, …, en) и (f1, …, fm) – два базиса линейного пространства V. Предположим, что n<m. Тогда линейно выразим элементы базиса (f1, …, fm) через элементы базиса (e1, …, en) (такое всегда можно сделать по определению базиса):
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тогда 
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 λ1, λ 2, ... , λ m
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R получаем:
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Рассмотрим n систему однородных линейных уравнений с m неизвестными
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Если (λ1, λ 2, ... , λ m) – произвольное её решение, то λ 1∙f1 + ... + λ m∙fm = 0. С другой стороны, т.к. число неизвестных m больше числа уравнений n (в силу предположения) эта система имеет ненулевое решение (согласно теореме из алгебры (см. выше)). Следовательно, набор векторов (f1, …, fm) линейно зависимый, а, значит, он не является базисом, что противоречит условиям теоремы. Таким образом, получили противоречие.
Аналогично показывается, что не может быть m<n. А, значит, может быть только m=n. ч.т.д.

Определение 9.6. Количество векторов в любом базисе линейного пространства V называется размерностью линейного пространства V, и обозначается dimV (это определение корректно определено в силу теоремы 9.1). Если dimV<
[image: image224.wmf]¥

 (т.е. размерность является натуральным числом), то линейное пространство V называют конечномерным. 

Следует отметить, что не все линейные пространства конечномерны (т.е. обладают базисом с конечным числом векторов). Одним из таких является линейное пространство всех (т.е. любой степени) многочленов M (покажите самостоятельно, что в нём любой конечный набор векторов не может быть базисом).

Теорема 9.2. Любой вектор (элемент линейного пространства V) однозначно представляется в виде линейной комбинации векторов данного базиса.

Доказательство: Существование такого представления следует из определения (2) базиса. Покажем единственность. Пусть для некоторого b есть два разложения по базису (e1, …, en): 
b = λ 1∙e1 + ... + λ n∙en =  μ 1∙e1 + ... + μ n∙en
Тогда 0 = (λ 1 – μ 1)∙e1 + ... + (λ n – μ n)∙en – линейная комбинация независимых векторов e1, …, en. Значит, она тривиальна, т.е. все коэффициенты при e1, …, en равны нулю: 
[image: image225.wmf]"

i = 1, …, n: λ i – μ i = 0. Следовательно, 
[image: image226.wmf]"

i = 1, …, n: λ i = μ i. ч.т.д.

Определение 9.7. Координатами (или компонентами) вектора a относительно базиса (e1, e2, ... , en) называются такие (однозначно определённые, в силу теоремы 9.2) числа α1, α 2, ... , α n, что a = α1∙e1 + α2∙e2 + ... + αn∙en.

Лемма 9.3. Если α1, α 2, ... , α n – координаты вектора a, а β1, β 2, ... , β n – координаты вектора b относительно некоторого базиса, то для любых чисел λ и μ (λα1 + μβ1), (λα 2 + μβ2), ... , (λα n + μβn) – координаты вектора λ∙a + μ∙b относительно того же базиса.


Доказательство: Пусть (e1, …, en) – базис, относительно которого α1, α 2, ... , α n – координаты вектора a, а β1, β 2, ... , β n – координаты вектора b. Тогда явно разложим вектор λ∙a + μ∙b по базису (e1, …, en) (при этом будем использовать определение координат для векторов a и b, а также свойства операций линейного пространства):

λ∙a + μ∙b  = λ (α1∙e1 + ... + αn∙en) + μ (β1∙e1 + ... + β n∙en) = (λα1 + μβ1) ∙e1 + ... + (λα n + μβn) ∙en. Из определения координат следует, что (λα1 + μβ1), (λα 2 + μβ2), ... , (λα n + μβn) – координаты вектора λ∙a + μ∙b относительно базиса (e1, …, en). ч.т.д.

Определение 9.8. Отношением эквивалентности на множестве M (M – произвольное множество) называется некоторое множество упорядоченных пар S (т.е. 
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), причём выполнены аксиомы (условие 
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 обычно записывают как m~n и говорят, что m эквивалентен n):
1. m~m (рефлексивность);

2. из m~n следует n~m (симметричность);

3. из m~n и n~k следует m~k (транзитивность).

Утверждение 9.4. Если на множестве M задано отношение эквивалентности, то в этом случае множество M разбивается на непересекающиеся множества, каждое из которых состоит из всех элементов, эквивалентных некоторому одному элементу.

Доказательство: Пусть 
[image: image229.wmf]{

}

m

k

M

k

A

m

~

|

Î

=

 – множество всех элементов M, эквивалентных m. В силу рефлексивности, т.е. m~m, выполняется 
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 для любого m из M. Тогда 
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. Осталось показать, что множества 
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 либо не пересекаются, либо совпадают. Для этого достаточно показать, что если для некоторых 
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, тогда, в силу определения множеств 
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, p~m и p~n. Пользуясь симметричностью, получаем, что m~p и p~n. Откуда, по транзитивности получаем, что m~n. Теперь 
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 k~m, следовательно, k~n (по транзитивности), а значит 
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Определение 9.9. Множества 
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 из утверждения 9.4 называются классами эквивалентности элемента m. Класс эквивалентности, содержащий 
[image: image244.wmf]M

m

Î

, обозначается 
[image: image245.wmf][

]

~

m

, или просто 
[image: image246.wmf][

]

m

.


Примеры: 
1° [Определение. Будем говорить, что две прямые (две плоскости) параллельны в обобщенном смысле, если они либо параллельны, либо совпадают.] Обобщенная параллельность является отношением эквивалентности на множестве прямых (плоскостей).
2° Равенство фигур плоскости (пространства) является отношением эквивалентности на множестве фигур плоскости (пространства).
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