Листок №08 [18.11.2006] {Применение центра масс при решении задач}
1. (А) В плоскости треугольника АВС взята точка Р. А1, В1, С1 – точки пересечения прямых АР, ВР, СР с соответствующими сторонами треугольника. Докажите, что А1Р/A1A + B1P/B1B + C1P/C1C = 1. (Б) Внутри треугольника АВС взята точка Р. А1, В1, С1 - точки пересечения прямых АР, ВР, СР с соответствующими сторонами треугольника. Докажите, что АР/РA1 =АB1/B1С + АC1/C1В. (В) Сформулируйте и докажите утверждения, аналогичные ПРЕДЫДУЩИМ ДВУМ задачам для случая тетраэдра.
2. Пусть ABCD – выпуклый четырехугольник, K, L, M и N – середины сторон AB, BC, CD и DA. Доказать, что точка пересечения отрезков KM и LN является серединой этих отрезков, а также и серединой отрезка, соединяющего середины диагоналей ABCD.
3. Около окружности описан четырехугольник ABCD, касающийся окружности в точках M, N, P, Q. Известно, что длины отрезков касательных, проведенных из точек A, B, C, D к окружности, равны соответственно a, b, c, d. В каком отношении делится каждый из отрезков MP и NQ точкой пересечения.
4. От боковых ребер PA, PB, PC правильной треугольной пирамиды PABC плоскость α отсекает соответственно 2/5, 3/5 и 4/5, считая от вершины P. Какую часть отсекает плоскость α от высоты PM пирамиды?
5. Основанием пирамиды FABCD служит параллелограмм ABCD. Плоскость α пересекает боковые ребра AF, BF, CF, DF соответственно в точках A1, B1, C1, D1, причем AA1/A1F=2, BB1/B1F=5, CC1/C1F=10. Вычислить отношение DD1/D1F.
6. * Дан тетраэдр ABCD. Пусть X, Y, Z, Q – середины ребер AC, BC, BD, AD соответственно. (а) Докажите, что если SACD + SBCD = SABC + SABD, то центр вписанной сферы тетраэдра ABCD лежит в плоскости (XYZQ). (б) Верно ли обратное утверждение? (Указание: использовать барицентрические координаты)
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