Листок №10 [20.01.2007] {Прямая Эйлера и окружность девяти точек}
1. Пусть Н – точка пересечения высот треугольника ABC, O – центр описанной окружности, M – точка пересечения медиан. Докажите, что точка M лежит на отрезке OH, причем OM:MH = 1:2. (прямую, содержащую точки O, M и H, называют прямой Эйлера)
2. Докажите, что середины сторон треугольника, основания высот и середины отрезков, соединяющих точку пересечения с вершинами, лежат на одной окружности (окружности девяти точек), причем центром этой окружности является середина отрезка OH,т.е. центр лежит на прямой Эйлера.
3. Высоты треугольника ABC пересекаются в точке H. 
1. Докажите, что треугольники ABC, HBC, AHC, ABH имеют общую окружность девяти точек.
2. Докажите, что прямые Эйлера треугольника ABC, HBC, AHC, ABH пересекаются в одной точке.
3. Докажите, что центры описанных окружностей треугольников ABC, HBC, AHC, ABH образуют четырехугольник, симметричный четырехугольнику HABC.
4. Какие стороны пересекает прямая Эйлера в остроугольном и тупоугольном треугольниках?
5. Докажите, что описанная окружность треугольника ABC является окружностью девяти точек для треугольника, образованного центрами вневписанных окружностей треугольника ABC.
6. Докажите, что описанная окружность делит пополам отрезок, соединяющий центры вписанной и вневписанной окружностей.
7. Докажите, что отрезок, высекаемый на стороне AB остроугольного треугольника ABC окружностью девяти точек, виден из её центра под углом 2|
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8. Вписанная окружность касается сторон треугольника ABC в точках A1, B1 и C1. Докажите, что прямая Эйлера треугольника A1B1C1 проходит через центр описанной окружности треугольника ABC.
9. Доказать, что если прямая Эйлера походит через центр вписанной в треугольник окружности, то треугольник равнобедренный.
10. Пусть прямые AB и HAHB, ВС и HBHC, СА и HCHA  пересекаются в точках C**, А**, B** соответственно. Доказать, что  точки C**, А**, B**  лежат на радикальной оси окружности  девяти точек и описанной окружности.
11. Биссектрисы внешних углов треугольника АВС пересекают продолжения противоположных сторон  в точках LA,LB,LC. Доказать, что эти точки лежат на одной прямой и эта прямая перпендикулярна  прямой, соединяющей центры  вписанной и описанной окружности.
12. Докажите, что в ортоцентрическом тетраэдре окружности девяти точек всех четырёх граней лежат на одной сфере. (эта сфера называется сферой двадцати четырёх точек)
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