Листок №13 [24.02.2007] {Экстремальные задачи: стереометрия}
1. Найдите наименьшую площадь сечения куба с ребром a плоскостью, проходящей через его диагональ.
2. Все ребра правильной треугольной призмы ABCA’B’C’ имеют длину a. Точки M и N лежат на прямых BC’ и CA’, причем прямая MN параллельна плоскости AA’B. Чему равна наименьшая длина такого отрезка MN?

3. Дан куб ABCDA’B’C’D’ с ребром a. Концы отрезка, пересекающего ребро C’D’, лежат на прямых AA’ и BC. Какую наименьшую длину может иметь этот отрезок?

4. Докажите, что среди всех правильных n-угольных пирамид с фиксированной площадью полной поверхности наибольший объем имеет пирамида, у которой двугранный угол при ребре основания равен двугранному углу при ребре правильного тетраэдра.

5. Через точку M, лежащую внутри данного трехгранного угла, проводятся всевозможные плоскости. При каком положении плоскости объем тетраэдра, отсекаемого ею от трехгранного угла, будет наименьшим? Чем будет являться точка M для сечения, если заданный трехгранный угол является прямоугольным?
6. Чему равна наибольшая площадь проекции прямоугольного параллелепипеда с ребрами a, b и c на плоскость?

7. (а) Рассмотрим для каждой внутренней точки правильного тетраэдра сумму расстояний от неё до его вершин. Докажите, что эта сумма будет наименьшей для центра тетраэдра. (б) Два противоположных ребра тетраэдра равны b и c, а остальные ребра равны a. Чему равно наименьшее значение суммы расстояний от произвольной точки пространства до вершин этого тетраэдра?

8. Длины попарно перпендикулярных отрезков OA, OB и OC равны a, b и c, причем a≤b≤c. Какое наибольшее и какое наименьшее значение может принимать сумма расстояний от точек A, B и C до прямой l, проходящей через точку O?
9. Высота правильной четырехугольной призмы ABCDA’B’C’D’ в два раза меньше стороны основания. Найдите наибольшее значения угла A’MC’, где точка M – точка ребра AB.
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