
Программа выпускного экзамена по курсу «Геометрия»

в 11 физико-математическом классе «Б» СОШ №1134 г. Москвы в 2006–2007 учебном году
I. Теоретические вопросы

1. Определение равенства треугольников. I, II и III признаки равенства треугольников.
2. Теоремы о пропорциональных отрезках (Фалеса). Теорема о средней линии треугольника и трапеции.
3. Подобные треугольники. Три признака подобия треугольников. 
4. Теорема о серединном перпендикуляре к отрезку (ГМТ). Теорема о пересечении серединных перпендикуляров к сторонам треугольника. Существование и единственность описанной окружности.
5.  Теорема о биссектрисе угла (ГМТ). Теорема о пересечении биссектрис треугольника. Существование и единственность вписанной окружности. Существование и единственность вневписанных окружностей к сторонам треугольника. 
6. Теорема о пересечении медиан в треугольнике. Теорема о пересечении высот в треугольнике. Высоты в треугольнике – биссектрисы в ортотреугольнике.
7. Теорема о биссектрисе угла треугольника и ее пространственное обобщение. Теорема о биссектрисе внешнего угла треугольника.
8. Прямоугольный треугольник. Радиусы вписанной, описанной окружностей и радиус вневписанной окружности к гипотенузе. Средняя пропорциональность отрезков. Теорема Пифагора (два доказательства). Теорема косинусов для произвольного треугольника (вывод из теоремы Пифагора).
9. Понятие о площади фигуры на плоскости. Формулы для площади прямоугольника, параллелограмма, треугольника и трапеции. Формулы площади треугольника (6 основных).
10. Теорема о вписанном и центральном угле. Теорема об угле между хордой и касательной. Теорема об угле между двумя прямыми, пересекающими окружность (2 случая).
11. Критерий вписанного четырёхугольника. ГМТ, из которых данный отрезок виден под данным углом. Обобщенная теорема синусов. Критерий описанного выпуклого четырёхугольника.
12.  Критерий касательной. Теорема о касательных, проведённых к окружности через одну точку. Степень точки относительно окружности. Корректность определения. Следствия: пропорциональные отрезки в круге (2 случая), теорема о касательной и секущей, проведённых из одной точки. 
13. Радикальная ось двух окружностей. Теорема о радикальном центре трех окружностей. 
14. Теорема о трапеции. Теорема, обратная теореме о трапеции (4 случая).
15. Две теоремы Менелая: о двух точках на сторонах треугольника и одной на продолжении (туда и обратно), о трех точках на продолжении сторон треугольника (туда и обратно).

16. Две теоремы Чевы: о трех точках на сторонах треугольника (туда и обратно), о двух точках на продолжениях сторон треугольника и одной на стороне (туда и обратно).

17. Прямая Симсона. Окружность Аполлония.
18. Прямая Эйлера и окружность девяти точек (окружность Эйлера) треугольника.

19. Теорема Бретшнейдера (теорема косинусов для четырёхугольника). Следствие: теорема Птолемея.

20. Построения циркулем и линейкой. Построение треугольника по 3-м медианам, по 3-м высотам, построение касательной к данной окружности, проходящей через данную точку и общей касательной к двум окружностям, построение ГМТ из которого данный отрезок виден под данным углом.

21. Основные аксиомы стереометрии. Их простейшие следствия. Признак параллельности прямой и плоскости. Признак параллельности плоскостей. Утверждение об общей точке трёх попарно пересекающихся плоскостей. 

22. Теоремы о транзитивности параллельности прямых и плоскостей. 3 теоремы об одновременном пересечении параллельных прямых/плоскостей другой прямой/плоскостью.

23. Две теоремы о прямых и плоскостях, параллельных данной плоскости и проходящих через заданную точку. Признак скрещивающихся прямых. Теорема о плоскостях, проходящих через две скрещивающиеся прямые.
24. Параллельная проекция на плоскость: определение, её свойства (5 штук). Параллельная проекция на прямую: определение, её свойства (5 штук).
25. Центральная проекция на плоскость: определение, её свойства (2 штуки). Сложное отношение, его сохранение при центральной проекции.
26. Угол между прямыми (определение и его корректность). Перпендикулярность прямой и плоскости: определение, признак. Существование и единственность прямой, проходящей через данную точку и перпендикулярной данной плоскости. Существование и единственность плоскости, проходящей через данную точку и перпендикулярной данной прямой.
27.  Теорема о трёх перпендикулярах. Угол между прямой и плоскостью. Теорема об угле между прямой и плоскостью. Угол между плоскостями. Критерий перпендикулярности двух плоскостей. 
28. Неравенство треугольника для трёхгранного угла. Утверждение о сумме плоских и двугранных углов. Две теоремы синусов для трёхгранного угла.
29. Две теоремы косинусов для трёхгранного угла. Прямоугольный трёхгранный угол: определение, 2 критерия. Пространственная теорема Пифагора.
30. Теоремы о центрах параллелепипеда и тетраэдра. Теоремы о сечении параллелепипеда и тетраэдра. Теорема об описанном около тетраэдра параллелепипеде. Утверждения об их элементах. Бивысоты. 
31. Теорема об общем перпендикуляре к скрещивающимся прямым. Расстояние между двумя прямыми. Расстояние между двумя плоскостями. ГМТ, равноудалённых от двух точек. ГМТ, равноудалённых от трёх точек.

32. Биссекторная плоскость двугранного угла. ГМТ, равноудалённых от граней двугранного угла. Биссектриса трёхгранного угла. ГМТ, равноудалённых от двух пересекающихся прямых. Антибиссектриса трёхгранного угла.

33. Сфера, шар: определение, их элементы. Касательные прямая и плоскость. Критерий касания сферы плоскостью (прямой). Степень точки относительно сферы: определение, корректность, формула, следствие. Пересечение плоскости и сферы. Пересечение двух сфер. Критерий касания двух сфер.

34. Существование и единственность вписанной в тетраэдр сферы. Существование и единственность вневписанных в тетраэдр сфер.

35. Существование и единственность описанной около тетраэдра сферы. Многогранники и сферы. Цилиндр, конус: их элементы, вписанные/описанные многогранники, сечения. Усечённый конус.

36. Объём. Равновеликие фигуры. Объём прямоугольного параллелепипеда. Лемма о равновеликости произвольной призмы некоторой прямой призме. Объём произвольного параллелепипеда. Объём произвольной многоугольной призмы (2 формулы).

37. Лемма о равновеликости треугольных пирамид. Объём произвольной многоугольной пирамиды. Объём усечённой пирамиды. Объём описанного многогранника. Объём тетраэдра (6 формул). Связь объёма тетраэдра с объёмом описанного около него параллелепипеда.

38. Теорема синусов для тетраэдра. Объём цилиндра. Объём конуса. Объём усечённого конуса. Объём шара (б/д). Площади поверхности цилиндра, конуса, усечённого конуса, шара. Связь площадей плоской фигуры и её ортогональной проекции. 
39. Равногранный тетраэдр: определение, основные критерии и свойства.

40. Ортоцентрический тетраэдр: определение, основные критерии и свойства.

41. Каркасный тетраэдр: определение, основные критерии и свойства.

42. Угол между векторами. Скалярное произведение двух векторов: определение, свойства (4 штуки). Теорема косинусов в векторной форме. Выражение скалярного произведения через координаты. Угол между векторами через их координаты.

43. Определение уравнения фигуры. Теорема об уравнении плоскости в пространстве (прямой в плоскости). Векторы, параллельные плоскости (прямой). Вектор нормали к плоскости (прямой). Расстояние от точки до плоскости (прямой) через координаты. Теорема об уравнении сферы (окружности).

44. Определение центра масс системы материальных точек, его корректность, следствие из него. Теорема о группировке. Основная лемма (о центре масс двух материальных точек).

45. Барицентрические координаты : определение, теорема об их существовании и единственности. Теорема о связи барицентрических координат с площадью и объёмом. Координаты замечательных точек в треугольнике и в тетраэдре.
II. Экзаменационные билеты.

Билет 1

1. Определение равенства треугольников. I, II и III признаки равенства треугольников.

2. Барицентрические координаты : определение, теорема об их существовании и единственности. Теорема о связи барицентрических координат с площадью и объёмом. Координаты замечательных точек в треугольнике и в тетраэдре.

3. Концы отрезков AB и CD перемещаются по сторонам данного угла, причем прямые AB и CD перемещаются параллельно (сами отрезки меняют свою длину). M - точка пересечения отрезков  AB и CD. Доказать, что величина 

( |AM| |BM| ) / ( |CM| |DM| ) остается постоянной.

Билет 2

1. Прямоугольный треугольник. Радиусы вписанной, описанной окружностей и радиус вневписанной окружности к гипотенузе. Средняя пропорциональность отрезков. Теорема Пифагора (два доказательства). Теорема косинусов для произвольного треугольника (вывод из теоремы Пифагора). 
2. Теоремы о центрах параллелепипеда и тетраэдра. Теоремы о сечении параллелепипеда и тетраэдра. Теорема об описанном около тетраэдра параллелепипеде. Утверждения об их элементах. Бивысоты. 

3. На стороне АС треугольника АВС взята точка Е. Через точку Е проведены прямые DE и EF, параллельные сторонам ВС и АВ, соответственно. (D и E - точки на сторонах треугольника) Даны площади треугольников ADE и EFC. Найти площадь 4-угольника BDEF.

Билет 3

1. Теоремы о пропорциональных отрезках (Фалеса). Теорема о средней линии треугольника и трапеции.
2. Объём. Равновеликие фигуры. Объём прямоугольного параллелепипеда. Лемма о равновеликости произвольной призмы некоторой прямой призме. Объём произвольного параллелепипеда. Объём произвольной многоугольной призмы (2 формулы).

3. В остроугольном треугольнике АВС проведены высоты АА*, ВВ*, СС*. Доказать, что если  A*B* | | AB  и    B*C* | | BC, то A*C* | | AC.

Билет 4

1. Теорема о биссектрисе угла (ГМТ). Теорема о пересечении биссектрис треугольника. Существование и единственность вписанной окружности. Существование и единственность вневписанных окружностей к сторонам треугольника.
2. Теоремы о транзитивности параллельности прямых и плоскостей. 3 теоремы об одновременном пересечении параллельных прямых/плоскостей другой прямой/плоскостью.
3. На окружности взяты точки A, С*, В, А*, С, В* в указанном порядке. Доказать, что если прямые АА*, ВВ*, СС* являются биссектрисами углов треугольника АВС, то они являются высотами в треугольнике А*В*С*.

Билет 5

1. Теорема о пересечении медиан в треугольнике. Теорема о пересечении высот в треугольнике. Высоты в треугольнике – биссектрисы в ортотреугольнике.

2. Биссекторная плоскость двугранного угла. ГМТ, равноудалённых от граней двугранного угла. Биссектриса трёхгранного угла. ГМТ, равноудалённых от двух пересекающихся прямых. Антибиссектриса трёхгранного угла.
3. Касательная в точке А к описанной окружности треугольника АВС пересекает прямую ВС в точке Е. AD - биссектриса треугольника АВС. Доказать, что АЕ = ED.

Билет 6
1. Понятие о площади фигуры на плоскости. Формулы для площади прямоугольника, параллелограмма, треугольника и трапеции. Формулы площади треугольника (6 основных).
2. Существование и единственность вписанной в тетраэдр сферы. Существование и единственность вневписанных в тетраэдр сфер.

3. На хорде АВ окружности S с центром О взята точка С. Описанная окружность треугольника АОС пересекает окружность S в точке D. Дано |BC|=a. Найти |CD|.

Билет 7

1. Теорема о вписанном и центральном угле. Теорема об угле между хордой и касательной. Теорема об угле между двумя прямыми, пересекающими окружность (2 случая).
2. Основные аксиомы стереометрии. Их простейшие следствия. Признак параллельности прямой и плоскости. Признак параллельности плоскостей. Утверждение об общей точке трёх попарно пересекающихся плоскостей. 

3. В треугольнике АВС угол В равен 60о, биссектрисы AD и СЕ пересекаются в точке О. Докажите, что OD=OE.
Билет 8

1. Критерий вписанного четырёхугольника. ГМТ, из которых данный отрезок виден под данным углом. Обобщенная теорема синусов. Критерий описанного выпуклого четырёхугольника

2. Существование и единственность описанной около тетраэдра сферы. Многогранники и сферы. Цилиндр, конус: их элементы, вписанные/описанные многогранники, сечения. Усечённый конус.

3. Известно, что в некотором треугольнике медиана, биссектриса и высота, проведенные из вершины С, делят угол С на 4 равные части. Найти углы этого треугольника.

Билет 9

1. Критерий касательной. Теорема о касательных, проведённых к окружности через одну точку. Степень точки относительно окружности. Корректность определения. Следствия: пропорциональные отрезки в круге (2 случая), теорема о касательной и секущей, проведённых из одной точки.
2. Определение центра масс системы материальных точек, его корректность, следствие из него. Теорема о группировке. Основная лемма (о центре масс двух материальных точек).

3. Пусть Н – точка пересечения высот треугольника АВС, а АА’ – диаметр его описанной окружности. Докажите, что отрезок А’H делит сторону ВС пополам.
Билет 10

1. Радикальная ось двух окружностей. Теорема о радикальном центре трех окружностей. 
2. Лемма о равновеликости треугольных пирамид. Объём произвольной многоугольной пирамиды. Объём усечённой пирамиды. Объём описанного многогранника. Объём тетраэдра (6 формул). Связь объёма тетраэдра с объёмом описанного около него параллелепипеда.
3. Точки C и D  лежат на окружности с диаметром АВ. Прямые AC и BD, AD и ВС пересекаются в точках P и Q. Доказать, что АВ и PQ перпендикулярны.

Билет 11

1. Две теоремы Менелая: о двух точках на сторонах треугольника и одной на продолжении (туда и обратно), о трех точках на продолжении сторон треугольника (туда и обратно).
2. Угол между прямыми (определение и его корректность). Перпендикулярность прямой и плоскости: определение, признак. Существование и единственность прямой, проходящей через данную точку и перпендикулярной данной плоскости. Существование и единственность плоскости, проходящей через данную точку и перпендикулярной данной прямой.
3. Три окружности попарно пересекаются в точках А и А*, В и В*, С и С*. Доказать, что |АВ*|  |ВС*|  |CA*|  =  |A*B|  |B*C|  |C*A| .

Билет 12

1. Теорема о биссектрисе угла треугольника и ее пространственное обобщение. Теорема о биссектрисе внешнего угла треугольника.
2. Определение уравнения фигуры. Теорема об уравнении плоскости в пространстве (прямой в плоскости). Векторы, параллельные плоскости (прямой). Вектор нормали к плоскости (прямой). Расстояние от точки до плоскости (прямой) через координаты. Теорема об уравнении сферы (окружности).
3. Каждая диагональ выпуклого пятиугольника отсекает от него треугольник единичной площади. Найти площадь этого 5-угольника.

Билет 13

1. Теорема Бретшнейдера.Теорема Птолемея.

2. Угол между векторами. Скалярное произведение двух векторов: определение, свойства (4 штуки). Теорема косинусов в векторной форме. Выражение скалярного произведения через координаты. Угол между векторами через их координаты.
3. Середины диагоналей  AC, BD, CE, . . .  выпуклого 6-угольника ABCDEF образуют выпуклый 6-угольник. Доказать, что его площадь в 4 раза меньше площади исходного 6-угольника.

Билет 14

1. Прямая Симсона. Окружность Аполлония.
2. Теорема о трёх перпендикулярах. Угол между прямой и плоскостью. Теорема об угле между прямой и плоскостью. Угол между плоскостями. Критерий перпендикулярности двух плоскостей.
3. Доказать, что сумма расстояний от точки, взятой произвольно внутри правильного треугольника, до его сторон постоянна.

Билет 15

1. Подобные треугольники. Три признака подобия треугольников.
2. Сфера, шар: определение, их элементы. Касательные прямая и плоскость. Критерий касания сферы плоскостью (прямой). Степень точки относительно сферы: определение, корректность, формула, следствие. Пересечение плоскости и сферы. Пересечение двух сфер. Критерий касания двух сфер.
3. В прямоугольном треугольнике АВС проведена высота СК из вершины прямого угла С, а в треугольнике АСК - биссектриса СЕ. Известно, что |CB|=a. Найти |BE|.

Билет 16

1. Теорема о серединном перпендикуляре к отрезку (ГМТ). Теорема о пересечении серединных перпендикуляров к сторонам треугольника. Существование и единственность описанной окружности.
2. Неравенство треугольника для трёхгранного угла. Утверждение о сумме плоских и двугранных углов. Две теоремы синусов для трёхгранного угла.
3. Точки D и Е делят стороны АС и АВ правильного треугольника АВС в отношениях  AD/DC=BE/EA=1/2. Прямые DB и CE пересекаются в точке О. Доказать, что угол АОС равен 900.

Билет 17

1. Две теоремы Чевы: о трех точках на сторонах треугольника (туда и обратно), о двух точках на продолжениях сторон треугольника и одной на стороне (туда и обратно).
2. Две теоремы о прямых и плоскостях, параллельных данной плоскости и проходящих через заданную точку. Признак скрещивающихся прямых. Теорема о плоскостях, проходящих через две скрещивающиеся прямые.
3.На отрезке АВ взята точка С. Прямая, проходящая через точку С, пересекает окружности с диаметрами АС и ВС в точках K и L, а окружность с диаметром АВ – в точках M и N. Докажите, что KM = LN. 
Билет 18

1. Теорема о трапеции. Теорема, обратная теореме о трапеции (4 случая).
2. Теорема синусов для тетраэдра. Объём цилиндра. Объём конуса. Объём усечённого конуса. Объём шара (б/д). Площади поверхности цилиндра, конуса, усечённого конуса, шара. Связь площадей плоской фигуры и её ортогональной проекции.
3. Доказать, что проекции вершины А треугольника АВС на биссектрисы внешних и внутренних углов при вершинах В и С лежат на одной прямой.

Билет 19

1.  Прямая Эйлера и окружность девяти точек (окружность Эйлера) треугольника.
2. Теорема об общем перпендикуляре к скрещивающимся прямым. Расстояние между двумя прямыми. Расстояние между двумя плоскостями. ГМТ, равноудалённых от двух точек. ГМТ, равноудалённых от трёх точек.
3. Из точки А проведены касательные АВ и АС к окружности с центром О. Через точку Х отрезка ВС проведена прямая КL, перпендикулярная ХО. (Точки К и L лежат на прямых АВ и АС.) Докажите, что КХ=ХL.
Билет 20

1. Построения циркулем и линейкой. Построение треугольника по 3-м медианам, по 3-м высотам, построение касательной к данной окружности, проходящей через данную точку и общей касательной к двум окружностям, построение ГМТ из которого данный отрезок виден под данным углом.
2. Ортоцентрический тетраэдр: определение, основные критерии и свойства.
3. Окружность высекает на всех 4 сторонах 4-угольника равные хорды. Доказать, что в этот 4-уг. можно вписать окружность.

Билет 21

1. Теорема о вписанном и центральном угле. Теорема об угле между хордой и касательной. Теорема об угле между двумя прямыми, пересекающими окружность (2 случая).
2. Параллельная проекция на плоскость: определение, её свойства (5 штук). Параллельная проекция на прямую: определение, её свойства (5 штук). 

3. Концы отрезков AB и CD перемещаются по сторонам данного угла, причем прямые AB и CD перемещаются параллельно (сами отрезки меняют свою длину). M - точка пересечения отрезков  AB и CD. Доказать, что величина 

( |AM| |BM| ) / ( |CM| |DM| ) остается постоянной.
Билет 22

1. Критерий вписанного четырёхугольника. ГМТ, из которых данный отрезок виден под данным углом. Обобщенная теорема синусов. Критерий описанного выпуклого четырёхугольника

2. Центральная проекция на плоскость: определение, её свойства (2 штуки). Сложное отношение, его сохранение при центральной проекции.

3. Известно, что в некотором треугольнике медиана, биссектриса и высота, проведенные из вершины С, делят угол С на 4 равные части. Найти углы этого треугольника.

Билет 23

1. Критерий касательной. Теорема о касательных, проведённых к окружности через одну точку. Степень точки относительно окружности. Корректность определения. Следствия: пропорциональные отрезки в круге (2 случая), теорема о касательной и секущей, проведённых из одной точки.

2. Две теоремы косинусов для трёхгранного угла. Прямоугольный трёхгранный угол: определение, 2 критерия. Пространственная теорема Пифагора.
3. Точки D и Е делят стороны АС и АВ правильного треугольника АВС в отношениях  AD/DC=BE/EA=1/2. Прямые DB и CE пересекаются в точке О. Доказать, что угол АОС равен 900.
Билет 24

1. Прямоугольный треугольник. Радиусы вписанной, описанной окружностей и радиус вневписанной окружности к гипотенузе. Средняя пропорциональность отрезков. Теорема Пифагора (два доказательства). Теорема косинусов для произвольного треугольника (вывод из теоремы Пифагора). 

2. Равногранный тетраэдр: определение, основные критерии и свойства. 

3. На стороне АС треугольника АВС взята точка Е. Через точку Е проведены прямые DE и EF, параллельные сторонам ВС и АВ, соответственно. (D и E - точки на сторонах треугольника) Даны площади треугольников ADE и EFC. Найти площадь 4-угольника BDEF.

III. Откуда взяты задачи, и где имеются решения.

Все задачи взяты из 1 тома книги “Задачи по планиметрии”  В.В.Прасолова. В этотй же книге имеются все решения приведенных задач. Ниже для задачи из каждого билета приводится ее номер в задачнике.

1 - 1.26 ; 2 - 1.33;  3 - 1.58; 4 - 2.19; 5 - 2.23; 6 - 2.35; 7 - 2.33;  8 - 2.66; 9 - 2.89;

10 - 3.34; 11 - 3.61; 12 - 4.9; 13 - 4.31; 14 - 4.46; 15 - 5.20; 16 - 5.24; 17 - 3.21;

18 - 5.47; 19 - 3.28; 20 - 6.4; 21 – 1.26; 22 – 2.66; 23 – 5.24; 24 – 1.33.
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