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Список ключевых определений, утверждений и фактов курса стереометрии 10 физико-математического класса.
Часть 2.

VII. Сфера. Круглые тела.

1. Опр. Сфера – множество точек, равноудалённых от данной точки, называемой центром сферы, на заданное расстояние, называемое радиусом сферы. Отрезок, соединяющий точку сферы с её центром, называется радиусом. Хордой сферы называется отрезок, соединяющий точки сферы. Диаметром сферы называется как хорда, проходящая через центр, так и её длина. Точки сферы, являющиеся концами одного диаметра сферы, называются диаметрально противоположными. Плоскость, проходящая через центр сферы, называется диаметральной плоскостью.
2. Опр. Шар – множество точек, равноудалённых от данной точки на расстояние, не превосходящее заданное. Эквивалентно, шар – тело, границей которого является сфера. Центром, радиусом, хордой, диаметром шара называются соответственно центр, радиус, хорда, диаметр сферы, его ограничивающей.
3. Опр. Говорят, что точка лежит в  сфере (вне сферы), если расстояние от данной точки до центра меньше (больше) радиуса.

4. Опр. Говорят, что плоскость является касательной плоскостью (или касается) сферы (шара), если данная плоскость имеет ровно одну общую точку с данной сферой (шаром). Общая точка называется точкой касания.

5. Опр. Говорят, что прямая является касательной прямой (или касается) сферы (шара), если данная прямая имеет ровно одну общую точку с данной сферой (шаром). Общая точка называется точкой касания.

6. Теорема: Плоскость (прямая) касается сферы тогда и только тогда, когда радиус, проведённый к точке касания, перпендикулярен данной плоскости (прямой).

7. Теорема: Если расстояние от центра сферы до плоскости меньше радиуса, то сфера и плоскость пересекаются  по окружности, причём её центром является ортогональная проекция центра сферы на данную плоскость.

8. Утв. Плоскость может не пересекать, касаться или пересекать по окружности сферу.

9. Утв. Сечением шара плоскостью могут являться: пустое множество, точка, круг.

10. Опр. Любое сечение сферы её диагональной плоскостью называется большой окружностью сферы. Любое сечение шара её диагональной плоскостью называется большим кругом шара.

11. Утв. Любые две большие окружности сферы пересекаются в двух диаметрально противоположных точках.

12. Утв. Через любые две не диаметрально противоположные точки проходит единственная большая окружность.

13. Утв. Прямая может не пересекать, касаться или пересекать по двум точкам сферу.

14. Утв. Все касательные прямые, проходящие через данную точку сферы, лежат в касательной плоскости, проходящей через данную точку.

15. Утв. Две касательные плоскости параллельны тогда и только тогда, когда их точки касания со сферой диаметрально противоположны.

16. Опр. Сферы называются концентрическими, если их центры совпадают.

17. Опр. Линией (прямой) центров двух неконцентрических сфер называется прямая, проходящая через их центры. 
18. Опр. Говорят, что две сферы касаются, если они имеют ровно одну общую точку. Если центр одной сферы лежит внутри другой, то говорят, что первая сфера касается второй внутренним образом; в противном случае говорят, что сферы касаются внешним образом.

19. Утв. Точка касания двух сфер лежит на линии их центров.

20. Теорема: Если сферы имеют более одной общей точки, то они пересекаются по окружности, причём её центр лежит на линии центров данных сфер, а плоскость окружности ей перпендикулярна.

21. Утв. Две сферы могут не пересекаться, касаться или пересекаться по окружности.

22. Утв. Две сферы касаются тогда и только тогда, когда существует общая касательная плоскость в общей точке данных сфер.

23. Опр. Степенью точки A относительно сферы S называется число 
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 (где B, C – точки пересечения прямой, проходящей через точку A, со сферой S), если точка A лежит вне сферы S, 
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, если точка A лежит в сфере S. Утв. Определение корректно.
24. Теорема: Если d – расстояние от точки A до центра сферы S, а R – радиус сферы S, то 
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25. Утв. Отрезки касательных прямых, проведённых к сфере из одной точки, равны между собой.

26. Утв. Пусть ω – большая окружность, являющаяся сечением диаметральной плоскостью сферы S, проходящей через точку A, тогда 
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27. Утв. Пусть S1 и S2 – две неконцентрические сферы, тогда множество точек пространства, степени которых относительно сфер S1 и S2 равны, является плоскостью перпендикулярной линии их центров, причём, если сферы S1 и S2 пересекаются, то она содержит все их общие точки. Опр. Эта плоскость называется радикальной плоскостью сфер S1 и S2.
28. Утв. Пусть S1, S2 и S3 – три сферы, центры которых не лежат на одной прямой. Тогда множество точек пространства, степени которых относительно сфер S1, S2 и S3 равны, является прямой перпендикулярной плоскости их центров, причём, если сферы S1, S2 и S3 имеют общие точки, то она их содержит. Опр. Эта прямая называется радикальной прямой  сфер S1, S2 и S3.

29. Утв. Пусть S1, S2, S3 и S4 – четыре сферы, центры которых не лежат в одной плоскости. Тогда существует единственная точка, степени которой относительно сфер S1, S2, S3 и S4 равны. Опр. Эта точка называется радикальным центром  сфер S1, S2, S3 и S4.

30. Опр. Говорят, что сфера вписана в многогранный угол (в том числе и двугранный), если она касается его граней.
31. Опр. Говорят, что сфера вписана в многогранник, если она касается всех его граней. Многогранник называется описанным, если существует вписанная в него сфера.
32. Опр. Говорят, что сфера описана около многогранника, если она проходит через все его вершины. Многогранник называется вписанным, если существует описанная около него сфера.
33. Опр. Говорят, что сфера полувписана в многогранник, если она касается всех его рёбер. Многогранник называется полувписанным, если существует полувписанная в него сфера.
34. Утв. Центр сферы, вписанной в двугранный угол, лежит в биссекторной плоскости этого угла.

35. Теорема: У любого тетраэдра существует и единственна вписанная сфера.

36. Теорема: У любого тетраэдра существует и единственна описанная сфера.

37. Теорема: У тетраэдра существует полувписанная сфера тогда и только тогда, когда суммы длин противоположных рёбер равны между собой. Если полувписанная сфера существует, то она единственна.
38. Опр. Полувписанный тетраэдр называется каркасным тетраэдром.

39. Опр. Сфера называется вневписанной к тетраэдру, если она касается одной грани и продолжений трёх других граней.
40. Теорема: Для каждой из граней тетраэдра существует и единственна вневписанная сфера к тетраэдру, касающаяся данной грани.
41. Теорема: У любого правильного многогранника существуют и единственны вписанная, полувписанная и описанная сферы, причём центры этих сфер совпадают. Опр. Центр этих сфер называется центром правильного многогранника.
42. Утв. Пирамида является вписанной тогда и только тогда, когда её основание – вписанный многоугольник.

43. Утв. Параллелепипед является описанным тогда и только тогда, когда все его грани равновелики.
44. Утв. Две окружности, не лежащие в одной плоскости, пересекаются в двух различных точках, тогда существует единственная сфера, содержащая эти окружности.

45. Утв. Две окружности, не лежащие в одной плоскости, касаются некоторой прямой в одной точке, тогда существует единственная сфера, содержащая эти окружности.

46. Утв. Три окружности касаются друг дуга (т.е. они имеют общие точки и общие касательные в этих точках), причём все три точки касания различны, тогда эти окружности принадлежат либо одной сфере, либо одной плоскости.

47. Утв. Расстоянием от точки до сферы является длина отрезка, соединяющего данную точку с точкой на сфере, которая лежит на прямой, центра сферы и данной точки.
48. Утв. Расстоянием между сферой и не пересекающей её прямой является длина той части перпендикуляра, опущенного из центра сферы на данную прямую, которая лежит вне сферы.

49. Утв. Расстоянием между сферой и не пересекающей её плоскостью является длина той части перпендикуляра, опущенного из центра сферы на данную плоскость, которая лежит вне сферы.

50. Утв. Расстоянием между двумя непересекающимися и неконцентрическими сферами является длина наименьшего из отрезков, соединяющих точки пересечения линии центров данных сфер, принадлежащие разным сферам. Если сферы концентрические, то расстояние между ними – модуль разности их радиусов.

51. Опр. Пусть в пространстве даны два равных круга, причём прямая, содержащая их центры, перпендикулярна плоскостям, их содержащим. Прямым круговым цилиндром (или просто цилиндром) называется тело, являющееся объединением всех отрезков, соединяющих указанные круги, которые называются основаниями цилиндра. Радиусом цилиндра называют радиус его оснований. Граница цилиндра без его оснований называется боковой поверхностью цилиндра. Любой отрезок, лежащий в боковой поверхности и соединяющий основания цилиндра, называется образующей цилиндра. Прямую, соединяющую центры оснований, называют осью цилиндра. 
52. Опр. Высота цилиндра – перпендикуляр, опущенный из точки одного основания цилиндра на другое основание.

53. Опр. Сечение цилиндра, проходящее через ось цилиндра, называют осевым сечением цилиндра.

54. Опр. Призму называю вписанной в цилиндр, если её основания вписаны в основания цилиндра.

55. Опр. Призму называю описанной около цилиндра, если её основания описаны около оснований цилиндра.

56. Опр. Говорят, что плоскость является касательной плоскостью (или касается) цилиндра, если данная плоскость пересекается с ним только по одной образующей.

57. Утв. Плоскость, перпендикулярная оси цилиндра, пересекает его по кругу, а его боковую поверхность – по окружности, равной окружности основания и с центром на оси цилиндра.

58. Опр. Пусть в пространстве дан круг и точка, которая не лежит в его плоскости и проецируется в его центр. Прямым круговым конусом (или просто конусом) называется тело, являющееся объединением всех отрезков, соединяющих указанную точку, называемую вершиной конуса, с указанным кругом, который называется основанием конуса. Радиусом конуса называют радиус его основания. Граница конуса без его основания называется боковой поверхностью конуса. Отрезок, соединяющий вершину с граничной окружностью основания, называется образующей конуса. Прямую, соединяющую вершину и центр основания, называют осью конуса.
59. Опр. Высота конуса – перпендикуляр, опущенный из вершины конуса на его снование.

60. Опр. Сечение конуса, проходящее через ось конуса, называют осевым сечением конуса.

61. Опр. Пирамиду называю вписанной в конус, если её основание вписано в основание конуса, а её вершина совпадает с вершиной конуса.

62. Опр. Пирамиду называю описанной около конуса, если её основание описано около основания конуса, а её вершина совпадает с вершиной конуса.

63. Опр. Говорят, что плоскость является касательной плоскостью (или касается) конуса, если данная плоскость пересекается с ним только по одной образующей.

64. Утв. Плоскость, перпендикулярная оси конуса, пересекает его по кругу, а его боковую поверхность – по окружности с центром на оси конуса.
65. Опр. Усечённым конусом называется часть конуса, ограниченная его основанием и сечением, параллельным основанию. Указанное сечение и основание конуса называются основаниями усечённого конуса. Ось, касательная плоскость, боковая поверхность, высота, образующая, осевое сечение усечённого конуса, вписанная и описанная усечённые пирамиды определяются как части аналогичных фигур исходного конуса.

VIII. Объёмы многогранников и других тел. Площади поверхности тел.
1. Опр. Будем называть фигуру простой, если она ограничена и каждая прямая, имеющая с ней общие точки, пересекает её по конечному числу отрезков (интервалов, полуинтервалов) и отдельных точек.
2. Опр. Объёмом называется функция V, сопоставляющая каждой простой фигуре F действительное число V(F) (называемое объёмом фигуры F) и обладающая следующими свойствами (называемыми аксиомами объёма):
1. объём любой фигуры неотрицателен;
2. равные фигуры имеют равные объёмы;
3. если фигура F является объединением непересекающихся фигур F1 и F2, то V(F)=V(F1) + V(F2);
4. объём куба с длиной ребра равной 1 равен 1.
3. Следствия аксиом объёма:
1. Если фигура F лежит в фигуре G, то V(F) не превосходит V(G).
2. Объём любой простой плоской фигуры равен 0, в частности точки, отрезка, многоугольника.
3. Объём границы простой фигуры, в частности тела, равен 0.
4. Если фигура F является объединением фигур F1 и F2, пересекающихся только по граничным точкам, то V(F)=V(F1) + V(F2).
5. Если фигура F является объединением фигур F1, ..., Fn (n – натуральное число), пересекающихся только по граничным точкам, то V(F)=V(F1) + ... + V(Fn).
6. Если фигура F является объединением фигур F1, ..., Fn (n – натуральное число), пересекающихся только по граничным точкам, а фигура G – объединением фигур G1, ..., Gn, пересекающихся только по граничным точкам, и для любого i=1,...,n V(Fi)=V(Gi) (в частности, если Fi равна Gi), то V(F)=V(G).
4. Опр. Пространственные фигуры называются равновеликими, если их объёмы равны.
5. Теорема: объём прямоугольного параллелепипеда равен произведению длин трёх его не параллельных между собой рёбер.
6. Лемма: любая призма равновелика такой прямой призме, у которой основание равно сечению, перпендикулярному боковому ребру, а высота равна боковому ребру исходной призмы.
7. Утв. Объём произвольного параллелепипеда равен произведению площади основания на высоту, опущенную на это основание.
8. Теорема: Объём произвольной треугольной призмы равен произведению площади основания на высоту призмы.
9. Утв. Объём многоугольной призмы равен произведению площади основания на высоту призмы.
10. Лемма: любые две треугольные пирамиды с равными высотами и равновеликими основаниями равновелики.
11. Теорема: Объём треугольной пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту пирамиды.
12. Утв. Объём многоугольной пирамиды равен одной трети произведения площади основания на высоту пирамиды.
13. Утв. Если многогранник описанный, то его объём V=S∙r/3, где S – площадь его полной поверхности, r – радиус вписанного в него шара.
14. Утв. Пусть S1 и S2 – площади грани тетраэдра, прилегающих к ребру длины a, а α – величина двугранного угла при этом ребре. Тогда объём тетраэдра V удовлетворяет равенству 
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15. Утв. Пусть ABCD – тетраэдр, в котором AB=b, AC=c, AD=d, угол CAD=β, угол BAD=γ и величина двугранного угла при ребре AD равна D. Тогда объём тетраэдра V удовлетворяет равенству 
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16. Лемма: Объём тетраэдра составляет одну треть объёма описанного около него параллелепипеда.
17. Утв. Пусть ABCD – тетраэдр, в котором AB=a, CD=b, расстояние между прямыми AB и CD равно d, а величина угла между этими прямыми φ. Тогда объём тетраэдра V удовлетворяет равенству 
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18. Теорема синусов для тетраэдра: Если S1, S2, S3 и S4 – площади граней тетраэдра, V – его объём, a и b – длины противоположных рёбер, а α и β – величины двугранных углов при них, то: 
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19. Первая теорема косинусов для тетраэдра: Пусть ABCD – тетраэдр, S1 и S2 – площади граней ABC и ABD соответственно, длины рёбер AB и CD равны a и b соответственно, α – величина двугранного угла при ребре AB, φ – величина угла между противоположными рёбрами AB и CD. Тогда 
[image: image10.wmf]2
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20. Вторая теорема косинусов для тетраэдра: Пусть ABCD – тетраэдр, S0, S1, S2 и S3 – площади граней ABC, BCD, ACD и ABD соответственно, а  α12, α13, α23 – величины двугранных углов между гранями BCD и ACD, BCD и ABD, ACD и ABD соответственно. Тогда 
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21. Теорема Бретшнейдера (теорема котангенсов для тетраэдра): Если S1, S2, S3 и S4 – площади граней тетраэдра, V – его объём, a и b – длины противоположных рёбер, а α и β – величины двугранных углов при них, то: 
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22. Утв. Объём  любого тетраэдра V=(S1 + S2 + S3 - S0)∙r0/3, где S1, S2, S3 и S0 – площади его граней, r0 – радиус вневписанной сферы к тетраэдру, которая касается грани с площадью S0.
23. Утв. Если S1, S2, S3 и S4 – площади граней тетраэдра, а P1, P2 и P3 – площади граней описанного около этого тетраэдра параллелепипеда, то: 
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24. Утв. Объём цилиндра V=πR2H, где R – радиус его основания, а H – высота.
25. Утв. Объём конуса V=πR2H/3, где R – радиус его основания, а H – высота.
26. Утв. Объём усечённого конуса V=π(R2+Rr+r2)H/3, где R, r – радиусы его оснований, а H – высота.
27. Утв. Объём шара V= 4πR3/3, где R – его радиус.
28. Утв. Площадь боковой поверхности цилиндра Sб=2πRH, где R – радиус его основания, H – высота; а площадь его (полной) поверхности S=2πRH+2πR2.
29. Утв. Площадь боковой поверхности конуса Sб=πRL, где R – радиус его основания, L – образующая; а площадь его (полной) поверхности S=πR(L+R).
30. Утв. Площадь боковой поверхности усечённого конуса Sб=π(R+r)L, где R, r – радиусы его оснований, L – образующая; а площадь его (полной) поверхности S=π(R+r)L+π(R2+r2).
31. Утв. Площадь поверхности шара (сферы) S=4πR2, где R – его радиус.
32. Утв. Биссекторная плоскость двугранного угла при ребре тетраэдра делит противоположное ребро на части, пропорциональные площадям граней, заключающих данный угол.
33. Утв. Всякая плоскость, проходящая через середины двух противоположных рёбер тетраэдра, делит этот тетраэдр на две равновеликие части.
34. Утв. Если точка P лежит внутри тетраэдра, то x1/h1 + x2/h2 + x3/h3+ x4/h4 = 1, где x1, x2, x3, x4 – расстояния от точки P до граней, а hj (j=1, 2, 3, 4) – соответствующие высоты тетраэдра.
35. Утв. Для любого тетраэдра верно равенство 1/r1 + 1/r2 + 1/r3 + 1/r4 = 2/r, где r – радиус вписанной в тетраэдр сферы, а r1, r2, r3, r4 – радиусы вневписанных сфер.
36. Утв. Для любого тетраэдра верно равенство 
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, где h1, h2, h3, h4 – длины высот тетраэдра, а d1, d2, d3 – длины его бивысот.
37. Утв. Пусть три параллельные прямые в пространстве образуют «треугольную трубу» с площадью перпендикулярного сечения S. Эта «труба» пересечена двумя плоскостями так, что на каждой из указанных прямых высекаются отрезки длины a, b и c. Тогда объем части «трубы», заключенной между проведенными плоскостями, равен (a + b + c)∙S/3.
38. Утв. Пусть даны две плоскости α и β, угол между которыми φ. Пусть фигура F лежит в плоскости α, тогда для её площади S(F) и площади S(PrβF) её ортогональной проекции на плоскость β верно соотношение: S(PrβF)=S(F)∙cos φ.
IX. Векторы. Координаты.
1. Опр. Операцией на множестве M называется функция 
[image: image17.wmf]M
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2. Опр. Линейным (векторным) пространством (над полем действительных чисел) называется множество V с операциями сложения и умножения на действительные числа, обладающие следующими свойствами (аксиомами):
1. для любых элементов a и b из V a + b = b + a (коммутативность сложения);
2. для любых элементов a, b и c из V (a + b) + c = a + (b + c) (ассоциативность сложения);
3. в V существует такой элемент 0 (нуль), что a + 0 = a для любого элемента a из V (существование нуля);
4. для любого элемента a из V существует такой элемент –a в V (противоположный элемент), что a + (–a) = 0 (существование противоположного элемента);
5. для любых элементов a и b из V и любого λ – действительного числа λ∙(a + b) = λ∙a + λ∙b (дистрибутивность);
6. для любого элемента a из V и любых λ и μ – действительных чисел (λ + μ)∙a = λ∙a + μ∙a (дистрибутивность);
7. для любого элемента a из V и любых λ и μ – действительных чисел (λμ)∙a = λ∙(μ∙a) (ассоциативность умножения на число);
8. для любого элемента a из V 1∙a = a (умножение на единицу).
Элементы из V традиционно называют векторами, а действительные числа – скалярами (скалярными величинами).

3. Утв. Одна из аксиом линейного пространства следует из других.
4. Следствия аксиом линейного пространства:
1. нуль единствен;
2. для каждого элемента из V противоположный элемент единствен;
3. для любых элементов a и b из V уравнение x + a = b имеет единственное решение, равное b + (–a) (далее будем b + (–a) обозначать через b – a);
4. для любого λ – действительного числа λ∙0 = 0;
5. для любого элемента a из V и любого λ – действительного числа λ∙(–a) = –λ∙a;
6. для любых элементов a и b из V и любого λ – действительного числа λ∙(a – b) = λ∙a – λ∙b;
7. для любого элемента a из V 0∙a = 0;
8. для любого элемента a из V (–1)∙a = –a;
9. для любого элемента a из V и любых λ и μ – действительных чисел (λ – μ)∙a = λ∙a – μ∙a.
5. Опр. Последовательность из n действительных чисел называется строкой длины n. Множество всех строк длины n, составленных из действительных чисел, обозначается через Rn. Элементы из Rn обозначаются так: (a1, a2, ... , an).
6. Утв. Множество Rn строк действительных чисел длины n является линейным пространством относительно операций, определённых формулами:
1. Сложение строк: (a1, a2, ... , an) + (b1, b2, ... , bn) = (a1 + b1, a2 + b2, ... , an + bn).

2. Умножение строки на число: λ∙(a1, a2, ... , an) = (λa1, λa2, ... , λan).

7. Опр. Линейной комбинацией векторов (элементов из линейного пространства V) a1, a2, ... , an с коэффициентами α1, α 2, ... , α n из R (множество действительных чисел) называется элемент α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an. Если все αi (i=1, ... , n) равны нулю, то линейная комбинация называется тривиальной, а в противном случае – нетривиальной.
8. Опр. Векторы (элементы линейного пространства V) a1, a2, ... , an называются линейно зависимыми, если существует их нетривиальная линейная комбинация, равная нулю, т.е. найдутся такие действительные числа α1, α 2, ... , α n не все равные нулю, что α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an = 0. В противном случае векторы линейно независимы, т.е. из равенства α1∙a1 + α2∙a2 + ... + αn∙an = 0 всегда следует α1 = α 2 = ... = α n = 0.
9. Лемма: Система векторов (элементов линейного пространства) линейно зависима тогда и только тогда, когда один из них является линейной комбинацией остальных.

10. Лемма: Пусть a1, a2, ... , ak – линейно зависимая система векторов. Тогда a1, a2, ... , ak, ak+1, ... , an – линейно зависимая система, каковы бы не были векторы ak+1, ... , an.

11. Опр. Базисом линейного пространства V называется упорядоченный набор линейно независимых векторов такой, что при добавлении к нему любого вектора он становится линейно зависимым. Эквивалентно, базис – упорядоченный набор линейно независимых векторов такой, что любой другой вектор линейно выражается через них.
12. Теорема: Если некоторый базис линейного пространства состоит из конечного числа векторов, то все базисы этого линейного пространства состоят из одного и того же количества векторов.

13. Опр. Количество векторов в любом базисе линейного пространства V называется размерностью V, и обозначается dimV.
14. Теорема: Любой вектор (элемент линейного пространства V) однозначно представляется в виде линейной комбинации векторов данного базиса.
15. Опр. Координатами (или компонентами) вектора a относительно базиса e1, e2, ... , en называются такие (однозначно определённые) числа α1, α 2, ... , α n, что a = α1∙e1 + α2∙e2 + ... + αn∙en.
16. Лемма: Если α1, α 2, ... , α n – координаты вектора a, а β1, β 2, ... , β n – координаты вектора b относительно некоторого базиса, то для любых чисел λ и μ (λα1 + μβ1), (λα 2 + μβ2), ... , (λα n + μβn) – координаты вектора λ∙a + μ∙b относительно того же базиса.

17. Опр. Отношением эквивалентности на множестве M называется некоторое множество упорядоченных пар S (т.е. 
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), причём выполнены аксиомы (условие 
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 обычно записывают как m~n и говорят, что m эквивалентен n):
1. m~m (рефлексивность);

2. из m~n следует n~m (симметричность);

3. из m~n и n~k следует m~k (транзитивность).
18. Утв. Если на множестве M задано отношение эквивалентности, то в этом случае множество M разбивается на непересекающиеся множества, состоящие из всех элементов, эквивалентных одному. Опр. Эти множества называются классами эквивалентности. Класс эквивалентности, содержащий 
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19. Опр. Будем говорить, что две прямые (две плоскости) параллельны в обобщенном смысле, если они либо параллельны, либо совпадают.

20. Утв. Обобщенная параллельность является отношением эквивалентности на множестве прямых (плоскостей).

21. Утв. Равенство фигур плоскости (пространства) является отношением эквивалентности на множестве фигур плоскости (пространства).

22. Утв. Подобие фигур плоскости (пространства) является отношением эквивалентности на множестве фигур плоскости (пространства).

23. Опр. Закреплённый (геометрический) вектор – направленный отрезок, т.е. отрезок с выбранным концом (началом вектора); другой конец называют концом вектора (в обозначении 
[image: image23.wmf]AB

  первым символом идёт начало вектора (точка A), вторым – его конец (точка B)). По-другому, закреплённый (геометрический) вектор – упорядоченная пара точек. Змч. Допускается вектор с общим началом и концом.
24. Опр. Длина закреплённого вектора – расстояние между его началом и концом.

25. Опр. Два закреплённых вектора называются параллельными, если параллельны отрезки, составляющие вектора.

26. Опр. Два закреплённых вектора называются сонаправленными, если они: (а) либо лежат на параллельных прямых и при соединении начал векторов и соединении концов векторов образуются два отрезка, не имеющие общих точек; (б) либо лежат на одной прямой и при объединении лучей, выпущенных из начал этих векторов в сторону их концов, образуется один луч (а не прямая и не два луча).

27. Опр. Два закреплённых вектора называются равными, если они либо сонаправлены и одинаковой длины, либо оба имеют нулевую длину.
28. Утв. Равенство закреплённых векторов является отношением эквивалентности на множестве закреплённых векторов.

29. Опр. Вектором (или свободным (геометрическим) вектором) называется класс эквивалентности какого-либо закреплённого вектора. По традиции для обозначения свободного вектора часто вместо класса эквивалентности (например, 
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) используют какой-либо закреплённый вектор из этого класса (например, 
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30. Опр. Длина вектора – длина какого-либо его закреплённого представителя. Обозначение: 
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31. Опр. Два вектора сонаправлены, если сонаправлены какие-либо их закреплённые представители.
32. Опр. Векторы называются коллинеарными, если существует прямая, которой они все параллельны.
33. Опр. Векторы называются компланарными, если существует плоскость, которой они все параллельны.

34. Опр. Суммой двух векторов 
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 называется вектор, обозначаемый 
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, определяемый по «правилу треугольника»: рассмотрим вектора 
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 (а точнее, их закреплённые представители из соответствующих классов эквивалентности) так, что конец 
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 совпадал с началом 
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 – класс эквивалентности закреплённого вектора с началом в начале 
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 и с концом в конце 
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35. Опр. Результатом умножения вектора 
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 на действительное число (скаляр) λ называется вектор 
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 определяемый из правил: 
1. 
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 – коллинеарные вектора;
2. 
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3. 
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 сонаправлен с 
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 противонаправлен с 
[image: image43.wmf]a

r

, если λ<0; 
[image: image44.wmf]0

r

r

=

b

 (классу эквивалентности закреплённого вектора с общим началом и концом), если λ=0.
36. Теорема: множество свободных векторов пространства (плоскости) с введёнными операциями сложения и умножения на действительное число является линейным пространством, с нулем – классом эквивалентности закреплённого вектора с общим началом и концом (т.е. 
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37. Лемма: 
1. Два свободных вектора линейно зависимы тогда и только тогда, когда они коллинеарны.
2. Три свободных вектора линейно зависимы тогда и только тогда, когда они компланарны.
3. Четыре свободных вектора всегда зависимы.
38. Теорема: размерность пространства свободных векторов пространства (плоскости) равна 3 (2).
39. Опр. Базис пространства свободных векторов называется ортогональным, если базисные вектора друг другу перпендикулярны. Базис пространства свободных векторов называется ортонормированным, если он ортогональный и длины всех базисных векторов равны 1.
40. Опр. Аффинная система координат в пространстве задаётся выбором репера – произвольной точки O и базиса пространства свободных векторов 
[image: image46.wmf]3
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41. Опр. Координатами точки X относительно репера 
[image: image47.wmf]3
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 являются координаты вектора 
[image: image48.wmf]OX

 (который называется радиус-вектором точки X) в базисе 
[image: image49.wmf]3
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. Если x1, x2, x3 – координаты точки X, то иногда пишут X(x1, x2, x3).
42. Опр. Аффинная система координат называется прямоугольной (Декартовой), если базис, входящий в её репер, ортонормирован.
43. Лемма: Пусть X(x1, x2, x3) и Y(y1, y2, y3) – координаты двух точек. Тогда координаты вектора 
[image: image50.wmf]XY

 относительно базиса, входящего в данную аффинную систему координат, равны (y1 – x1, y2 – x2, y3 – x3).
44. Утв. Пусть заданы точки A(a1, a2, a3) и B(b1, b2, b3) своими аффинными координатами (в некотором репере), тогда аффинные координаты (x1, x2, x3) такой точки X, которая делит отрезок AB в отношении λ к μ считая от точки A (допускаются отрицательные значения), вычисляются по формуле 
[image: image51.wmf]3
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45. Опр. Углом между двумя ненулевыми векторами называется величина угла, образованного их закреплёнными представителями, имеющими общее начало. Обозначение: 
[image: image52.wmf])

,

(

b

a

r

r

Ð

.
46. Опр. Скалярным произведением двух ненулевых векторов 
[image: image53.wmf]a
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 и 
[image: image54.wmf]b
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 называется действительное число, обозначаемое 
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), и равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними: 
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. Если один из векторов нулевой, то 
[image: image58.wmf]0
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47. Лемма: Пусть в некотором ортонормированном базисе 
[image: image59.wmf]3
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 вектор 
[image: image60.wmf]a
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 имеет координаты 
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48. Теорема: Скалярное произведение обладает следующими свойствами, определяющими его однозначно:
1. 
[image: image63.wmf]0
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3. 
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4. 
[image: image67.wmf])
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 ((в)+(г) = линейность по первому аргументу).
49. Утв.(теорема косинусов в векторной форме): 
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[image: image69.wmf]a
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 – вектора.
50. Теорема: В произвольном ортонормированном базисе 
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 скалярное произведение имеет вид 
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 координаты векторов 
[image: image75.wmf]a
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[image: image76.wmf]b
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 соответственно.
51. Утв. В прямоугольной системе координат угол между векторами определяется формулой 
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52. Опр. Натянутым на неколлинеарные вектора 
[image: image82.wmf]a
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 и 
[image: image83.wmf]b
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  параллелограммом, обозначаемым 
[image: image84.wmf])
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, будем называть параллелограмм, который образуется при рассмотрении закреплённых представителей векторов 
[image: image85.wmf]a
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 и 
[image: image86.wmf]b
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 c общим началом (в нём закреплённые вектора – стороны параллелограмма, а угол, ими образованный, – его угол).
53. Опр. Будем говорить, что тройка некомпланарных векторов 
[image: image87.wmf]3
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 ориентирована положительно (правая ориентация), если выполнено условие: при рассмотрении их закреплённых представителей с общим началом кратчайший поворот от вектора 
[image: image88.wmf]1
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 производится против часовой стрелки, если смотреть с конца вектора 
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. В противном случае будем говорить, что тройка некомпланарных векторов 
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 ориентирована отрицательно (левая ориентация). Для компланарных векторов ориентация не определяется.
54. Утв. При перестановке двух векторов в тройке 
[image: image92.wmf]3
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 её ориентация изменится.
55. Опр. Векторным произведением двух векторов 
[image: image93.wmf]a
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 называется вектор 
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), и определяемый следующим образом. Если векторы 
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 обладает следующими свойствами, которые его однозначно определяют:
1. длина 
[image: image105.wmf]c
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 равна площади параллелограмма 
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2. вектор 
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 перпендикулярен 
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3. тройка 
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 имеет положительную ориентацию.
56. Лемма: пусть 
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 - положительно ориентированный ортонормированный базис, тогда 
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57. Теорема: Векторное произведение обладает следующими свойствами:
1. 
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[image: image117.wmf]]
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58. Теорема: пусть 
[image: image118.wmf]3
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 - положительно ориентированный ортонормированный базис, 
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59. Утв. Площадь параллелограмма, построенного на векторах 
[image: image124.wmf]a
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 и 
[image: image125.wmf]b
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 пространства, записывается в прямоугольных координатах как 
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60. Теорема (формула двойного векторного произведения, или формула «бац минус цаб»): для любых векторов 
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61. Теорема (тождество Якоби): для любых векторов 
[image: image131.wmf]a
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62. Опр. Пусть фиксирована некоторая система координат. Уравнением фигуры F называется такое уравнение f(x,y,z)=0 относительно координат x, y и z, что координаты любой точки фигуры F являются его корнем, а любой корень определяет точку фигуры F.
63. Теорема: Любая плоскость может быть задана уравнением Ax+By+Cz+D=0, где A,B и C – действительные числа не все равные нулю одновременно (т.е. 
[image: image135.wmf]0
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). И наоборот, любое уравнение указанного вида с указанным условием задаёт некоторую плоскость.
64. Лемма: Вектор с координатами (α, β, γ) параллелен плоскости, заданной уравнением Ax+By+Cz+D=0, тогда и только тогда, когда Aα + Bβ + Cγ=0.
65. Утв. Пусть две плоскости заданы уравнениями A1x+B1y+C1z+D1=0 и A2x+B2y+C2z+D2=0 соответственно. Эти плоскости параллельны (в обобщённом смысле) тогда и только тогда, когда A1/ A2= B1/ B2= C1/ C2, причём эти плоскости совпадают тогда и только тогда, когда A1/ A2= B1/ B2= C1/ C2= D1/ D2.
66. Лемма: Задана некоторая прямоугольная система координат. Рассмотрим плоскость, заданную уравнением Ax+By+Cz+D=0, тогда вектор 
[image: image136.wmf]n
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 с координатами (A, B, C) перпендикулярен этой плоскости. Опр. Вектор 
[image: image137.wmf]n
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 (зависящий от системы координат) называется нормалью к данной плоскости.
67. Теорема: Задана некоторая прямоугольная система координат. Рассмотрим плоскость, заданную уравнением Ax+By+Cz+D=0, и точку P0 с координатами (x0, y0, z0), тогда расстояние от точки P0 до данной плоскости вычисляется по формуле 
[image: image138.wmf]2
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68. Теорема: В прямоугольной системе координат сфера с радиусом R и центром в точке с координатами (a, b, c) может быть задана уравнением (x-a)2+(y-b)2+(z-c)2=R2. И наоборот, любое уравнение указанного вида задаёт сферу с радиусом R и центром в точке с координатами (a, b, c).
“Список ключевых определений, утверждений и фактов курса стереометрии 10 физико-математического класса”, Ч.2, Друца А.В. [вариант от 22.05.2006]
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